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Îáùåå îïèñàíèå îáëàñòè èññëåäîâàíèé

Âåêòîðíûå ðàññëîåíèÿ ðàíãà äâà íà ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå P3 áûëè îä-

íèì èç öåíòðàëüíûõ îáúåêòîâ èçó÷åíèÿ â àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè ñ 1970-

õ ãîäîâ, êîãäà ñòàëî èçâåñòíî, ÷òî îïðåäåëåííûå àëãåáðàè÷åñêèå ðàññëîåíèÿ

ðàíãà äâà íà P3 ñâÿçàíû ñ ôèçè÷åñêèìè ¾èíñòàíòîíàìè¿, îïðåäåëÿåìûì êàê

àíòèàâòîäóàëüíûå ñâÿçíîñòè íà ñôåðå S4 ñî ñòðóêòóðíîé ãðóïïîé SU(2) [5].

Ýòè ðàññëîåíèÿ áûëè íàçâàíû ìàòåìàòè÷åñêèìè èíñòàíòîíàìè. Èññëåäîâà-

íèå ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé ðàññëîåíèé ðàíãà 2 íà P3 ñòàëî âåñòèñü áîëåå àê-

òèâíî ñ 2010-õ ãîäîâ, êîãäà áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé ìàòå-

ìàòè÷åñêèõ èíñòàíòîíîâ ñ ôèêñèðîâàííûìè êëàññàìè ×åðíà íåïðèâîäèìû

[34, 35]. Â òî æå âðåìÿ, ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé ïðîèçâîëüíûõ ïîëóñòàáèëü-

íûõ êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ ñ ôèêñèðîâàííûìè êëàññàìè ×åðíà ìîãóò èìåòü

íåñêîëüêî íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò, è èõ ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà äàëåêè

îò ïîëíîãî ïîíèìàíèÿ. Èçó÷åíèå ïó÷êîâ ðàíãà áîëüøå äâóõ íà P3 è èçó-

÷åíèå ïó÷êîâ ðàíãà 2 íà äðóãèõ òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ Ôàíî òîëüêî

íà÷èíàåò ðàçâèâàòüñÿ â ïîñëåäíèå ãîäû (ñì., íàïðèìåð, íåäàâíèå ñòàòüè

[3, 12, 33]).

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè, âûíîñèìûå

íà çàùèòó

Â äàííîé äèññåðòàöèè ìû ñòðîèì íåñêîëüêî áåñêîíå÷íûõ ñåðèé íåïðèâîäè-

ìûõ êîìïîíåíò ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ ðàíãà 2 íà ðàöèî-

íàëüíûõ òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ Ôàíî � íà ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå

X1 = P3, íà ãëàäêîé êâàäðèêå X2, íà ïåðåñå÷åíèè äâóõ êâàäðèê X4 è íà X5

� ëèíåéíîì ñå÷åíèè êîðàçìåðíîñòè 3 ãðàññìàíèàíà Gr(2, 5), âëîæåííîãî â

ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî ïî Ïëþêêåðó. Â èõ ÷èñëî âõîäÿò ñåðèè Σ0 è Σ1

èç ñòàòüè [36], ñåðèè Mk,m,n èç òåîðåì 4.2 è 4.3 ñòàòüè [40], ñåðèÿ M̃m èç

òåîðåìû 4.4 loc. cit., ñåðèÿMm èç òåîðåìû 4.5 loc. cit. è ñåðèèMk,m,n èç òåî-

ðåìû 4.6 loc. cit. Òàêæå ïîñòðîåíà ñåðèÿ íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò S3(b, c)

ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ ðàíãà 3 íà P3 (ñì. óòâåðæäåíèå

2 ñòàòüè [39]). Äîêàçàíà ðàöèîíàëüíîñòü êîìïîíåíò S3(b, c) ïðè 3 | (2b + c)

(ñì. òåîðåìó 2 loc. cit.), êîìïîíåíò S(0, b, c), ââåä¼ííûõ â [21], (ñì. òåîðå-

ìó 3 loc. cit.), êîìïîíåíò èç òåîðåì 4.2, 4.3, 4.4, è 4.5 ñòàòüè [40], à òàêæå
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êîìïîíåíò èç òåîðåìû 4.6 loc. cit. äëÿ ìíîãîîáðàçèé X1, X2 è X5.

Â ñëó÷àå êâàäðèêè X2 ìû ïîëó÷àåì òî÷íûå îöåíêè íà òðåòèé êëàññ

×åðíà c3 ïîëóñòàáèëüíûõ ïó÷êîâ ðàíãà 2 ñ ôèêñèðîâàííûìè c1 è c2, è äàåì

îïèñàíèå ïîëóñòàáèëüíûõ ïó÷êîâ ñ ìàêñèìàëüíûì c3 (ñì. òåîðåìó 3.1 ñòà-

òüè [40]). Â ýòîì ìû ñëåäóåì ðàáîòå Øìèäòà [31], â êîòîðîé àíàëîãè÷íûì

îáðàçîì èçó÷àëèñü ïó÷êè íà ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå. Âàæíûì íîâûì ðå-

çóëüòàòîì íàøåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå ïåðâîãî èçâåñòíîãî ïðèìåðà

íåñâÿçíîãî ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé ïîëóñòàáèëüíûõ ïó÷êîâ ðàíãà 2 ñ ôèêñè-

ðîâàííûìè êëàññàìè ×åðíà íà ãëàäêîì ïðîåêòèâíîì òðåõìåðíîì ìíîãîîá-

ðàçèè (ñì. òåîðåìó 5.4 ñòàòüè [40]). Òàêæå ìû äàåì îöåíêè íà òðåòèé êëàññ

×åðíà òàê íàçûâàåìûõ ïó÷êîâ îáùåãî òèïà íà X4 è X5 (ñì. òåîðåìû 6.1 è

6.2 loc. cit.).

Ìåñòî ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè â îáùåì êîíòåê-

ñòå îáëàñòè èññëåäîâàíèé

Íàøè ðåçóëüòàòû ïî îïèñàíèþ íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò ïðîñòðàíñòâ ìî-

äóëåé ðàññëîåíèé ðàíãà 2 íà P3 ÿâëÿþòñÿ ïðîäîëæåíèåì áîëåå ðàííèõ ðå-

çóëüòàòîâ äðóãèõ ìàòåìàòèêîâ, â ÷àñòíîñòè, ðåçóëüòàòîâ èç ñòàòåé [34, 35,

29, 14, 2], ÷òî îïèñàíî áîëåå ïîäðîáíî â ðàçäåëå 2. Êîíñòðóêöèÿ íåïðèâî-

äèìûõ êîìïîíåíò S3(b, c) ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèåì èäåè ïîñòðîåíèÿ êîìïîíåíò

S(a, b, c) èç ñòàòüè [21], ÷òî îïèñàíî â ðàçäåëå 4. Ðåçóëüòàòû ïî îïèñàíèþ

ïîëóñòàáèëüíûõ ïó÷êîâ íà êâàäðèêå X2 ñ ìàêñèìàëüíûì òðåòüèì êëàññîì

×åðíà ÿâëÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì îáîáùåíèåì ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ

Øìèäòîì äëÿ P3 â [31], ñì. òàêæå ðàçäåëû 5 è 6.

Ìåòîäû ïîëó÷åíèÿ ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè

Íåïðèâîäèìûå êîìïîíåíòû ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé ðàññëîåíèé ðàíãà 2 íà

P3 ïîëó÷åíû ïðè ïîìîùè ìåòîäà ìîíàä, ââåäåííûõ â [7]. Èñïîëüçóåìûå ïðè

ýòîì ìîíàäû ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì ìîíàä èç [2] è òàêæå îïèðàþòñÿ íà ïîíÿ-

òèå ñèìïëåêòè÷åñêèõ èíñòàíòîííûõ ðàññëîåíèé. Êðîìå òîãî, â êîíñòðóêöèè

äàííûõ êîìïîíåíò èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû òåîðèè äåôîðìàöèé. Äîêàçàòåëü-

ñòâî ðàöèîíàëüíîñòè íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò S3(b, c) îñíîâûâàåòñÿ íà ðå-

çóëüòàòàõ Áÿëûíèöêîãî-Áèðóëû [6] è èñïîëüçóåò ïîíÿòèå ýêâèâàðèàíòíîãî
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ðàçðåøåíèÿ îñîáåííîñòåé [23]. Îïèñàíèå ïîëóñòàáèëüíûõ ïó÷êîâ íà êâàä-

ðèêå X2 ñ ìàêñèìàëüíûì òðåòüèì êëàññîì ×åðíà ïîëó÷åíî ïðè ïîìîùè

òåîðèè óñëîâèé ñòàáèëüíîñòè ïî Áðèäæëåíäó íà òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçè-

ÿõ è òèëò-ñòàáèëüíîñòè, ðàçâèòîé â [8, 32].

Âîçìîæíûå ïðèìåíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ äèññåðòà-

öèè

Ïðîâåäåííûå èññëåäîâàíèÿ íîñÿò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Èõ ðåçóëüòàòû

ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ äàëüíåéøåãî èçó÷åíèÿ ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé

ñòàáèëüíûõ è ïîëóñòàáèëüíûõ ïó÷êîâ íà ìíîãîîáðàçèÿõ Ôàíî, è, â ÷àñòíî-

ñòè, äëÿ ïîëó÷åíèÿ òî÷íûõ îöåíîê íà òðåòèé êëàññ ×åðíà ïîëóñòàáèëüíûõ

ïó÷êîâ ðàíãà 2 íà X4 è X5.

Ñòðóêòóðà ðåçþìå

Ðåçþìå îðãàíèçîâàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ðàçäåëå 1 ìû íàïîìèíàåì

îïðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé ïîëóñòàáèëüíûõ ïó÷êîâ è ïðèâîäèì íåêî-

òîðûå ïðåäâàðèòåëüíûå ïîíÿòèÿ è ñîãëàøåíèÿ. Â ðàçäåëå 2 ìû îïèñûâàåì

íàøè ñîâìåñòíûå ñ À. Ñ. Òèõîìèðîâûì è Ñ. À. Òèõîìèðîâûì [36] ðåçóëü-

òàòû, êàñàþùèåñÿ ïîñòðîåíèÿ äâóõ íîâûõ áåñêîíå÷íûõ ñåðèé êîìïîíåíò

ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé ðàññëîåíèé ðàíãà 2 íà P3. Ñîäåðæàíèå ðàçäåëà 3 îñ-

íîâàíî íà ðåçóëüòàòàõ Áÿëûíèöêîãî�Áèðóëû, êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàíû

â ñëåäóþùåì ðàçäåëå. Â ðàçäåëå 4 ìû îïèñûâàåì íàøó êîíñòðóêöèþ áåñêî-

íå÷íîé ñåðèè ðàöèîíàëüíûõ êîìïîíåíò ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé ñòàáèëüíûõ

ðàññëîåíèé ðàíãà 3 íà P3 èç ñòàòüè [39]. Â ðàçäåëå 5 ìû íàïîìèíàåì íåêîòî-

ðûå ïîíÿòèÿ, ñâÿçàííûå ñ óñëîâèÿìè ñòàáèëüíîñòè îáúåêòîâ ïðîèçâîäíûõ

êàòåãîðèé è äàåì ïðåäâàðèòåëüíûé ìàòåðèàë äëÿ ñëåäóþùåãî ðàçäåëà. Â

ðàçäåëå 6 ìû îïèñûâàåì íàøè ñîâìåñòíûå ñ À. Ñ. Òèõîìèðîâûì [40] ðåçóëü-

òàòû ïî îïèñàíèþ ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé ïîëóñòàáèëüíûõ ïó÷êîâ ðàíãà 2 íà

îïèñàííûõ âûøå ìíîãîîáðàçèÿõ Ôàíî Xi è äàåì îöåíêè íà òðåòèé êëàññ

×åðíà òàêèõ ïó÷êîâ.
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1 Ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé ïîëóñòàáèëüíûõ ïó÷-

êîâ

Ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ áûëè âïåðâûå ïîñòðîåíû Ìàì-

ôîðäîì [27] äëÿ ñëó÷àÿ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé íàä êðèâûìè ïðè ïîìîùè

ïîíÿòèÿ µ-ñòàáèëüíîñòè. Ýòî ïîíÿòèå ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî è äëÿ ïó÷êîâ

íàä ìíîãîîáðàçèÿìè áîëüøåé ðàçìåðíîñòè. Ïóñòü X � ãëàäêîå n-ìåðíîå

ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì k õàðàêòå-
ðèñòèêè 0, ñ î÷åíü îáèëüíûì ëèíåéíûì ðàññëîåíèåì OX(1), ñîîòâåòñòâóþ-

ùèì äèâèçîðó H.

Îïðåäåëåíèå 1. Íàêëîí êîãåðåíòíîãî ïó÷êà E íà X îïðåäåëÿåòñÿ ôîð-

ìóëîé µ(E) = Hn−1·c1(E)
Hn·rk(E) , ãäå c1(E) îáîçíà÷àåò ïåðâûé êëàññ ×åðíà ïó÷êà

E, à rk(E) � ðàíã E. Çäåñü ðåçóëüòàòîì äåëåíèÿ íà 0 ïîëàãàåòñÿ +∞.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïó÷îê E íàçûâàåòñÿ µ-ñòàáèëüíûì (ñîîòâåòñòâåííî,

µ-ïîëóñòàáèëüíûì), åñëè äëÿ âñåõ ñîáñòâåííûõ ïîäïó÷êîâ 0 6= F ⊂ E âû-

ïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî µ(F ) < µ(E/F ) (ñîîòâåòñòâåííî, µ(F ) ≤ µ(E/F )).

Ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé ïó÷êîâ íàä ìíîãîîáðàçèÿìè áîëüøåé ðàçìåðíî-

ñòè áûëè ïîñòðîåíû Ãèçåêåðîì [16] è Ìàðóÿìîé [25, 26] ñ èñïîëüçîâàíèåì

äðóãîãî ïîíÿòèÿ ñòàáèëüíîñòè. Â òåõ æå îáîçíà÷åíèÿõ, ÷òî è âûøå, îáîçíà-

÷èì ÷åðåç E(m) êîãåðåíòíûé ïó÷îê E ⊗OX
OX(m).

Îïðåäåëåíèå 3. Ìíîãî÷ëåí Ãèëüáåðòà ïó÷êà E îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

P (E,m) = χ(E(m)), ãäå χ(E(m)) � ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ïó÷êà E(m).

Ïóñòü f, g ∈ R[m] � íåíóëåâûå ìíîãî÷ëåíû. Åñëè deg(f) > deg(g), ïî-

ëîæèì f < g. Åñëè æå deg(f) = deg(g), è a, b � ñòàðøèå êîýôôèöèåíòû

ìíîãî÷ëåíîâ f è g, ñîîòâåòñòâåííî, ïîëîæèì f < (≤)g, åñëè f(m)
a < (≤) g(m)

b

äëÿ âñåõ m� 0.

Îïðåäåëåíèå 4. Êîãåðåíòíûé ïó÷îê E íàçûâàåòñÿ (ïîëó)ñòàáèëüíûì

ïî Ãèçåêåðó, èëè ïðîñòî (ïîëó)ñòàáèëüíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî ñîáñòâåííîãî

ïîäïó÷êà 0 6= F ⊂ E âûïîëíÿåòñÿ P (F,m) < (≤)P (E/F,m).

Ïîçäíåå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü äðóãîå ïîíÿòèå ñòàáèëüíîñòè ïó÷êîâ,

ïðîìåæóòî÷íîå ìåæäó µ-ñòàáèëüíîñòüþ è ñòàáèëüíîñòüþ ïî Ãèçåêåðó. Ïóñòü

òåïåðü dimX = 3. Äëÿ êîãåðåíòíîãî ïó÷êà E íà X îïðåäåëèì ÷èñëà ai(E)
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äëÿ i ∈ {0, 1, 2, 3} èç ôîðìóëû P (E,m) = a3(E)m3 + a2(E)m2 + a1(E)m +

a0(E). Ïîëîæèì P2(E,m) = a3(E)m2 + a2(E)m+ a1(E).

Îïðåäåëåíèå 5. Ïó÷îê E íàçûâàåòñÿ 2-(ïîëó)ñòàáèëüíûì ïî Ãèçåêåðó,

åñëè äëÿ ëþáîãî ñîáñòâåííîãî ïîäïó÷êà 0 6= F ⊂ E âûïîëíÿåòñÿ P2(F,m) <

(≤)P2(E/F,m).

Ñâîéñòâà ñòàáèëüíîñòè, 2-ñòàáèëüíîñòè è µ-ñòàáèëüíîñòè ïó÷êà ñâÿçàíû

ñëåäóþùèìè èìïëèêàöèÿìè:

µ-ñòàáèëüíîñòü +3 2-ñòàáèëüíîñòü +3 ñòàáèëüíîñòü

��
µ-ïîëóñòàáèëüíîñòü 2-ïîëóñòàáèëüíîñòüks ïîëóñòàáèëüíîñòüks

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé íàïîìíèì ñëåäóþùèå ïîíÿòèÿ.

Îïðåäåëåíèå 6. Ïóñòü E � ïîëóñòàáèëüíûé ïó÷îê. Ôèëüòðàöèÿ Æîðäàíà�

Ã¼ëüäåðà ïó÷êà E � ýòî ôèëüòðàöèÿ

0 = E0 ⊂ E1 ⊂ . . . ⊂ En = E,

òàêàÿ, ÷òî ôàêòîðû gri(E) = E1/Ei−1 ñòàáèëüíû è äëÿ âñåõ i P (gri(E),m) =

ciP (E,m), ci ∈ R.

Ïðåäëîæåíèå 1 ([20, Proposition 1.5.2]). Ôèëüòðàöèè Æîðäàíà�Ã¼ëüäåðà

âñåãäà ñóùåñòâóþò. Ïðèñîåäèí¼ííûé ãðàäóèðîâàííûé îáúåêò gr(E) = ⊕igri(E)

íå çàâèñèò îò âûáîðà ôèëüòðàöèè Æîðäàíà�Ã¼ëüäåðà.

Îïðåäåëåíèå 7. Ïîëóñòàáèëüíûå ïó÷êè E1 è E2 ñ îäèíàêîâûìè ìíîãî-

÷ëåíàìè Ãèëüáåðòà íàçûâàþòñÿ S-ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè gr(E1) ∼= gr(E2).

Íàïîìíèì ñëåäóþùèå òåîðåòèêî-êàòåãîðíûå ïîíÿòèÿ. Äëÿ êàòåãîðèè C
îáîçíà÷èì ÷åðåç Co ïðîòèâîïîëîæíóþ êàòåãîðèþ, à ÷åðåç C′ � êàòåãîðèþ

ôóíêòîðîâ Co → Sets, ìîðôèçìû â êîòîðîé � ýòî â òî÷íîñòè åñòåñòâåí-

íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ñóùåñòâóåò ôóíêòîð Éîíåäû, ñîïîñòàâëÿþùèé îáú-

åêòó X ∈ C ôóíêòîð X : Y → MorC(Y,X). Ôóíêòîð Éîíåäû âêëàäûâàåò C
â C′ êàê ïîëíóþ ïîäêàòåãîðèþ.

Îïðåäåëåíèå 8. Ôóíêòîð F ∈ Ob C′ êîïðåäñòàâëåí îáúåêòîì F ∈ Ob C,
åñëè ñóùåñòâóåò C′-ìîðôèçì α : F → F , òàêîé, ÷òî ëþáîé ìîðôèçì

α′ : F → F ′ ïðîïóñêàåòñÿ ÷åðåç åäèíñòâåííûé ìîðôèçì β : F → F ′. È

ôóíêòîð F ïðåäñòàâëåí îáúåêòîì F , åñëè α : F → F � èçîìîðôèçì.
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Åñëè F ïðåäñòàâëÿåò ôóíêòîð F , òî îí òàêæå êîïðåäñòàâëÿåò F , è åñëè
îáúåêò F êîïðåäñòàâëÿåò F , òî îí åäèíñòâåí ñ òî÷íîñòüþ äî åäèíñòâåííîãî

èçîìîðôèçìà. Ïðèâåä¼ííûå âûøå îïðåäåëåíèÿ ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü,

ñêàçàâ, ÷òî F ïðåäñòàâëÿåò F , åñëè MorC(X,F ) = MorC′(X,F) äëÿ âñåõ

X ∈ Ob C, è F êîïðåäñòàâëÿåò F , åñëè MorC(F,X) = MorC′(F , X) äëÿ âñåõ

X ∈ Ob C.
Ïåðåéäåì ê îïðåäåëåíèþ íàøèõ ôóíêòîðîâ ìîäóëåé. Äëÿ ôèêñèðîâàí-

íîãî ìíîãî÷ëåíà P ∈ Q[z] îïðåäåëèì ôóíêòîð M′ : Sch/k → Sets ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì. Äëÿ k-ñõåìû S îïðåäåëèì M′(S) êàê ìíîæåñòâî êëàññîâ èçî-

ìîðôèçìà S-ïëîñêèõ ñåìåéñòâ ïîëóñòàáèëüíûõ ïó÷êîâ íà X ñ ìíîãî÷ëåíîì

Ãèëüáåðòà P . Äåéñòâèå ôóíêòîðà M′ íà ìîðôèçì f : S′ → S îïðåäåëÿåòñÿ

êàê îáðàòíûé îáðàç ñåìåéñòâà îòíîñèòåëüíî ìîðôèçìà f × idX .

Åñëè E ∈M′(S) � S-ïëîñêîå ñåìåéñòâî ïîëóñòàáèëüíûõ ïó÷êîâ, è L �

ëèíåéíîå ðàññëîåíèå íà S, òî E ⊗ p∗L (çäåñü p : X × S → S � êàíîíè÷å-

ñêàÿ ïðîåêöèÿ) òàêæå ÿâëÿåòñÿ S-ïëîñêèì ñåìåéñòâîì, è ýòè äâà ñåìåéñòâà

èìåþò èçîìîðôíûå ñëîè íàä ëþáîé òî÷êîé s ∈ S. Ïîýòîìó èìååò ñìûñë ðàñ-
ñìîòðåíèå ôàêòîðôóíêòîðà M = M′/ ∼, ãäå ∼ åñòü ñëåäóþùåå îòíîøåíèå

ýêâèâàëåíòíîñòè:

E ∼ E′ äëÿ E,E′ ∈M′(S) åñëè è òîëüêî åñëè E ∼= E′⊗p∗L äëÿ íåêîòîðîãî

L ∈ Pic S.

Ñõåìà M íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ìîäóëåé ïîëóñòàáèëüíûõ ïó÷êîâ,

åñëè îíà êîïðåäñòàâëÿåò ôóíêòîð M.

Òåîðåìà 1 ([20, Theorem 4.3.4]). Ñóùåñòâóåò ïðîåêòèâíàÿ ñõåìàMOX(1)(P ),

êîïðåäñòàâëÿþùàÿ ôóíêòîð M. Çàìêíóòûå òî÷êèMOX(1)(P ) íàõîäÿòñÿ

â áèåêöèè ñ êëàññàìè S-ýêâèâàëåíòíîñòè ïîëóñòàáèëüíûõ ïó÷êîâ ñ ìíî-

ãî÷ëåíîì Ãèëüáåðòà P .

Åñëè ïó÷êè ñ ìíîãî÷ëåíîì Ãèëüáåðòà P íà òðåõìåðíîì ìíîãîîáðàçèè

X ñ îáèëüíîé îáðàçóþùåé OX(1) åãî ãðóïïû Ïèêàðà èìåþò ðàíã r è êëàñ-

ñû ×åðíà c1, c2, c3, ìû áóäåì îáîçíà÷àòüMOX(1)(P ) ÷åðåçMX(r; c1, c2, c3).

Åñëè r = 2, òî ñèìâîë r áóäåò èíîãäà îïóñêàòüñÿ. Òàêæå ìû áóäåì îáîçíà-

÷àòü ÷åðåç BX(c1, c2) îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî ñõåìû MX(2; c1, c2, 0), ñîîò-

âåòñòâóþùåå ñòàáèëüíûì ëîêàëüíî ñâîáîäíûì ïó÷êàì. Òàêæå, åñëèX = P3,

òî èíäåêñ X áóäåò èíîãäà îïóñêàòüñÿ.
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Â ýòîì ðåçþìå ïîä îáùåé òî÷êîé íåïðèâîäèìîé ñõåìû ìû ïîíèìàåì çà-

ìêíóòóþ òî÷êó, ïðèíàäëåæàùóþ íåêîòîðîìó ïëîòíîìó îòêðûòîìó ïî Çà-

ðèññêîìó ïîäìíîæåñòâó ýòîé ñõåìû. Èíîãäà ìû íå áóäåì äåëàòü ðàçëè÷èÿ

ìåæäó ñòàáèëüíûì ïó÷êîì E è åãî êëàññîì èçîìîðôèçìà [E] êàê òî÷êîé

ñõåìû ìîäóëåé.

Äëÿ êîãåðåíòíîãî ïó÷êà F íà X è íåîòðèöàòåëüíîãî öåëîãî ÷èñëà n

ìû áóäåì èíîãäà îáîçíà÷àòü ïó÷îê F⊕n ÷åðåç nF . Ìû îáîçíà÷àåì ãðóïïû

êîãîìîëîãèé Hi(X,F ) ÷åðåç Hi(F ).

2 Ïîñòðîåíèå ñòàáèëüíûõ ðàññëîåíèé ðàíãà 2

íà P3 ïîñðåäñòâîì ñèìïëåêòè÷åñêèõ ðàññëî-

åíèé ðàíãà 4

Ïðè îïèñàíèè ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé B(e, n) ìû ìîæåì ïðåäïîëàãàòü, ïîñëå

ïîäêðóòêè íà ëèíåéíîå ðàññëîåíèå, ÷òî e ∈ {0,−1}. Ïðè e = 0 ýòè ïðî-

ñòðàíñòâà ìîäóëåé íå ïóñòû, åñëè n ≥ 1, à ïðè e = −1, åñëè n ≥ 2 ÷¼òíî

[17].

Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè èçâåñòíî [34, 35], ÷òî ñõåìà B(0, n) ñîäåðæèò

íåïðèâîäèìóþ êîìïîíåíòó In îæèäàåìîé (ïî òåîðèè äåôîðìàöèé) ðàçìåð-

íîñòè 8n − 3, è ýòà êîìïîíåíòà ÿâëÿåòñÿ çàìûêàíèåì ñâîåãî ãëàäêîãî îò-

êðûòîãî ïîäìíîæåñòâà, ñîñòîÿùåãî èç òàê íàçûâàåìûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ èí-

ñòàíòîííûõ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé. Äëÿ ñëó÷àÿ e = −1 â [17, Exercise 4.3.2]

Õàðòñõîðí ïîñòðîèë ïåðâóþ áåñêîíå÷íóþ ñåðèþ {B0(−1, 2m)}m≥1 íåïðèâî-
äèìûõ êîìïîíåíò B0(−1, 2m) ⊂ B(−1, 2m), èìåþùèõ îæèäàåìóþ ðàçìåð-

íîñòü 16m− 5.

Äðóãàÿ áåñêîíå÷íàÿ ñåðèÿ ñåìåéñòâ ñòàáèëüíûõ ðàññëîåíèé ðàíãà 2 íà

P3, çàâèñÿùèõ îò òðîåê öåëûõ ÷èñåë a, b, c, áûëà îïèñàíà Ðàî â 1984 ãîäó [29],

à â 1988 ãîäó Ýéí [14] íåçàâèñèìî îïèñàë ýòè ñåìåéñòâà è äîêàçàë, ÷òî îíè

îáðàçóþò îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò ïðîñòðàíñòâ

B(e, n).

Îïðåäåëåíèå 9. Ìîíàäà [7] � ýòî êîìïëåêñ

0→ A a→ B c→ C → 0

âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé, ãäå a � èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ðàññëîåíèé, à c
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ñþðúåêòèâíî. Â ýòîì ñëó÷àå êîãîìîëîãè÷åñêèé ïó÷îê E = ker c
im a ëîêàëüíî

ñâîáîäåí.

Íàïîìíèì, ÷òî ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà íà âåêòîðíîì ðàññëîåíèè

E � ýòî àíòèàâòîäóàëüíûé èçîìîðôèçì θ : E
∼→ E∨, θ∨ = −θ, ðàññìàòðè-

âàåìûé ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîïîðöèîíàëüíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 10. Ñèìïëåêòè÷åñêîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå E íà P3 íàçû-

âàåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèì èíñòàíòîíîì [2], åñëè

h0(E(−1)) = h1(E(−2)) = h2(E(−2)) = h3(E(−3)) = 0,

c2(E) = n ≥ 1.

×èñëî c2(E) íàçûâàåòñÿ çàðÿäîì èíñòàíòîíà E. Ñïåêòðàëüíàÿ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü Áåéëèíñîíà ïîêàçûâàåò, ÷òî ñèìïëåêòè÷åñêèå èíñòàíòîíû

ðàíãà 2r è çàðÿäà n � ýòî â òî÷íîñòè êîãîìîëîãè÷åñêèå ïó÷êè àíòèàâòîäó-

àëüíûõ ìîíàä âèäà

0→ nOP3(−1)→ (2n+ 2r)OP3 → nOP3(1)→ 0. (1)

Â 2017 ãîäó ×. Àëìåéäà, Ì. Æàðäèì, À. Ñ. Òèõîìèðîâ è Ñ. À. Òèõîìè-

ðîâ [2] ïîñòðîèëè íîâóþ áåñêîíå÷íóþ ñåðèþ íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò Ya
ïðîñòðàíñòâ B(0, 1 + a2) äëÿ a ∈ {2} ∪Z≥4. Ýòè êîìïîíåíòû èìåþò ðàçìåð-

íîñòè dimYa = 4
(
a+3
3

)
−a−1, êîòîðûå ïðè a ≥ 4 áîëüøå îæèäàåìûõ. Îáùèå

ïó÷êè èç ýòèõ êîìïîíåíò ìîãóò áûòü îïèñàíû êàê êîãîìîëîãè÷åñêèå ïó÷-

êè ìîíàä, â êîòîðûõ ñðåäíèé ÷ëåí ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèì èíñòàíòîíîì

ðàíãà 4 è ñ c2 = 1, à ëåâûé è ïðàâûé ÷ëåíû � ïó÷êàìè OP3(−a) è OP3(a),

ñîîòâåòñòâåííî.

Â ñîâìåñòíîé ñòàòüå ñ À. Ñ. Òèõîìèðîâûì è Ñ. À. Òèõîìèðîâûì [36] ìû

ïîñòðîèëè äâå íîâûå áåñêîíå÷íûå ñåðèè íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíòM(e, n)

ïðîñòðàíñòâ B(e, n), îäíó äëÿ e = 0 è îäíó äëÿ e = −1, êîòîðûå îáîáùàþò

óïîìÿíóòóþ âûøå êîíñòðóêöèþ èç [2]. À èìåííî, äëÿ e = 0 ìû ïîñòðîèëè

áåñêîíå÷íóþ ñåðèþ Σ0 íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíòM(0, n) ⊂ B(0, n), òàêóþ,

÷òî îáùåå ðàññëîåíèå èçM(0, n) ìîæåò áûòü îïèñàíî êàê êîãîìîëîãè÷åñêèé

ïó÷îê ìîíàäû âèäà

0→ OP3(−a)→ E→ OP3(a)→ 0, (2)
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â êîòîðîé E åñòü òåïåðü ñèìïëåêòè÷åñêèé èíñòàíòîí ñ ïðîèçâîëüíûì âòî-

ðûì êëàññîì ×åðíà, à a äîñòàòî÷íî âåëèêî.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî êîãîìîëîãè÷åñêèå ðàññëîåíèÿ ìîíàä âèäà

(2) îáðàçóþò ïëîòíîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî íåïðèâîäèìîé êîìïîíåíòû

B(0, n), ìû ðàññìàòðèâàåì ïðÿìóþ ñóììó E = E1⊕E2 äâóõ ìàòåìàòè÷åñêèõ
èíñòàíòîíîâ ñ çàðÿäàìè c2(E1) = m ≥ 1 è c2(E2) = m + ε, ãäå ε ∈ {0, 1}.
Ìû äîêàçûâàåì çàíóëåíèå îïðåäåë¼ííûõ ãðóïï êîãîìîëîãèé, ñâÿçàííûõ ñ

îáùèìè òàêèìè ðàññëîåíèÿìè. Ðàññëîåíèå E � ñèìïëåêòè÷åñêèé èíñòàí-

òîí ðàíãà 4. Ýòî ðàññëîåíèå è åãî äåôîðìàöèè èñïîëüçóþòñÿ êàê ñðåäíèå

÷ëåíû ìîíàä âèäà (2). Ìû ñòðîèì óíèâåðñàëüíîå ñåìåéñòâî Y ðàññëîåíèé

E, ÿâëÿþùèõñÿ êîãîìîëîãè÷åñêèìè ðàññëîåíèÿìè òàêèõ ìîíàä, è äîêàçû-

âàåì, ÷òî îòîáðàæåíèå Êîäàèðû�Ñïåíñåðà èç êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ê

Y â çàäàííîé òî÷êå x0 â ïðîñòðàíñòâî Ext1(E,E) ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì.

Ïîñêîëüêó Y ãëàäêî â x0, ýòî âëå÷¼ò, ÷òî îáðàç Y â B(0, n) äåéñòâèòåëüíî

ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì. Çäåñü n = 2m+ ε+ a2.

Ôîðìóëà Õèðöåáðóõà�Ðèìàíà�Ðîõà ïîçâîëÿåò íàéòè ðàçìåðíîñòü ïðî-

ñòðàíñòâà ñèìïëåêòè÷åñêèõ èíñòàíòîíîâ E, êîòîðàÿ ðàâíà H1(S2E) ïî òåî-

ðèè äåôîðìàöèé, è ðàçìåðíîñòü H0(E(a)) = χ(E(a)). Ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

ðàçìåðíîñòüM(0, n) ðàâíà 4
(
a+3
3

)
+ (2m+ ε)(10− a)− 11.

Ìû äîêàçàëè [36, Theorem 1], ÷òî ñåðèÿ Σ0 ñîäåðæèò êîìïîíåíòûM(0, n)

äëÿ âñåõ n� 0 (áîëåå òî÷íî, ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ âñåõ n ≥ 146). Ñåðèÿ Σ0

ÿâëÿåòñÿ ïåðâîé ïîñëå èíñòàíòîííîé {In}n≥1 ñåðèåé ñ òàêèì ñâîéñòâîì (äëÿ

ñåðèè Ýéíà âîïðîñ î òîì, ñîäåðæèò ëè îíà êîìïîíåíòû äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî

áîëüøèõ çíà÷åíèé âòîðîãî êëàññà ×åðíà, ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì).

Â ñëó÷àå e = −1 ìû, àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ïîñòðîèëè ñåðèþ Σ1 íåïðè-

âîäèìûõ êîìïîíåíò M(−1, n) ïðîñòðàíñòâ B(−1, n), ãäå n ÷åòíî, òàêèì

îáðàçîì, ÷òî îáùåå ðàññëîåíèå èç M(−1, n) ÿâëÿåòñÿ êîãîìîëîãè÷åñêèì

ðàññëîåíèåì ìîíàäû, àíàëîãè÷íîé ïðèâåä¼ííîé âûøå, â êîòîðîé ñðåäíèé

÷ëåí ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìûì ñêðó÷åííûì ñèìïëåêòè÷åñêèì èíñòàíòîí-

íûì ðàññëîåíèåì ðàíãà 4 ñ ïåðâûì êëàññîì ×åðíà −2 è ïðîèçâîëüíûì

÷åòíûì âòîðûì êëàññîì ×åðíà, òîãäà êàê ëåâûé è ïðàâûé ÷ëåíû � ýòî

òåïåðü OP3(−a−1) è OP3(a), ñîîòâåòñòâåííî, ñ äîñòàòî÷íî áîëüøèì a. Â êà-

÷åñòâå òåñòîâîãî ñêðó÷åííîãî ñèìïëåêòè÷åñêîãî èíñòàíòîííîãî ðàññëîåíèÿ

ðàíãà 4 ìû ðàññìàòðèâàåì ïðÿìóþ ñóììó E1 ⊕E2, ãäå E1 ∈ B0(−1, 2m), E2 ∈
B0(−1, 2(m+ ε)), ε ∈ {0, 1}. Ìû èìååì n = 4m+ 2ε+ a(a+ 1). Ðàçìåðíîñòü
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ïîëó÷àþùåéñÿ êîìïîíåíòû ðàâíà 4
(
a+3
3

)
+ 2
(
a+3
2

)
− (2m+ ε)(2a− 19)− 17.

Ìû äîêàçàëè [36, Theorem 2], ÷òî Σ1 ñîäåðæèò êîìïîíåíòû M(−1, n)

äëÿ àñèìïòîòè÷åñêè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ÷åòíûõ n. Áîëåå òî÷íî, åñëè

N åñòü ìíîæåñòâî òåõ n, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò êîìïîíåíòàM(−1, n) ∈
Σ1, òî

lim
r→∞

|N ∩ {2, 4, . . . , 2r}|
r

= 1.

Òàêæå â [36, �4] ìû íàøëè âñå çíà÷åíèÿ n ≤ 20, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò

êîìïîíåíòàM(0, n). Ìû íàøëè èõ ðàçìåðíîñòè è ñïåêòðû îáùèõ ðàññëîå-

íèé èç ýòèõ êîìïîíåíò. È ìû ñäåëàëè òî æå äëÿ âñåõ êîìïîíåíòM(−1, n)

ñ n ≤ 40.

3 Ðåçóëüòàòû Áÿëûíèöêîãî-Áèðóëû

Â ñòàòüå [39] ìû äîêàçàëè ðàöèîíàëüíîñòü íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò ìîäó-

ëåé ñòàáèëüíûõ ïó÷êîâ íà P3 èç äâóõ áåñêîíå÷íûõ ñåðèé (ïó÷êîâ ðàíãà 2

è ðàíãà 3, ñîîòâåòñòâåííî). Îñíîâíîå òåõíè÷åñêîå ñðåäñòâî äîêàçàòåëüñòâà

îáðàçóþò ðåçóëüòàòû Áÿëûíèöêîãî-Áèðóëû [6], êîòîðûå ìû íàïîìèíàåì â

ýòîì ðàçäåëå.

Ðàññìîòðèì àëãåáðàè÷åñêóþ ãðóïïîâóþ ñõåìó G íàä k è àëãåáðàè÷å-

ñêóþ ñõåìó Y íàä k. Òîãäà G×Y èìååò åñòåñòâåííóþ ñòðóêòóðó ãðóïïîâîé

ñõåìû íàä Y . Ðàññìîòðèì êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V íàä k
è ãîìîìîðôèçì ãðóïï α : G→ GL(V ).

Ñëåäóÿ [6], áóäåì íàçûâàòü òðèâèàëüíûì α-ðàññëîåíèåì íàä Y Y -ñõåìó

V × Y ñ äåéñòâèåì G × Y , èíäóöèðîâàííûì α. Y -ñõåìà X íàçûâàåòñÿ α-

ðàññëîåíèåì, åñëè ñóùåñòâóåò îòêðûòîå ïîêðûòèå Y =
⋃
i Yi, òàêîå, ÷òî

ðàññëîåííîå ïðîèçâåäåíèå X ×Y Yi êàê Yi-ñõåìà èçîìîðôíî òðèâèàëüíîìó
α-ðàññëîåíèþ íàä Yi äëÿ êàæäîãî i. Y -ñõåìà X ñ äåéñòâèåì G× Y íàçûâà-

åòñÿ G-ðàññëîåíèåì, åñëè ñóùåñòâóåò îòêðûòîå ïîêðûòèå Y =
⋃
i Yi, òàêîå,

÷òî X ×Y Yi äëÿ êàæäîãî i ÿâëÿåòñÿ αi-ðàññëîåíèåì íàä Yi, äëÿ íåêîòî-

ðîãî αi : G → GL(Vi). Åñëè dimVi = n äëÿ êàæäîãî i, ìû ãîâîðèì, ÷òî

G-ðàññëîåíèå èìååò ðàçìåðíîñòü n.

Ñ ýòîãî âðåìåíè ìû ïîëàãàåì G = Gm. Åñëè V � âåêòîðíîå ïðîñòðàí-

ñòâî íàä k ñ ëèíåéíûì ïðåäñòàâëåíèåì G, òî ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç V 0 ïîä-

ïðåäñòàâëåíèå, ñîñòîÿùåå èç âñåõ âåêòîðîâ v ∈ V ñ G(k) · v = v. Îáîçíà÷èì

ïîäïðåäñòàâëåíèÿ, ÿâëÿþùèåñÿ ëèíåéíûìè îáîëî÷êàìè òåõ v ∈ V , ÷òî äëÿ
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λ ∈ G(k) ∼= k× ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ λ íà v ðàâåí λmv ñ m > 0 è m < 0

÷åðåç V + è V −, ñîîòâåòñòâåííî. Ìû èìååì V = V 0 ⊕ V + ⊕ V −. Çàìåòèì,
÷òî äëÿ äåéñòâèÿ G íà àëãåáðàè÷åñêîé k-ñõåìå X è äëÿ çàìêíóòîé a ∈ XG

èç íåïîäâèæíîãî ìíîæåñòâà íà êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå Ta(X) èìååòñÿ

êàíîíè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå G.

Â ñëåäóþùåì ïðåäëîæåíèè âñå àëãåáðàè÷åñêèå ñõåìû ñ÷èòàþòñÿ ïðèâå-

äåííûìè, àX � íåîñîáàÿ ïðîåêòèâíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñõåìà ñ äåéñòâèåì G.

Ïðåäëîæåíèå 2 ([6, Theorem 4.1]). Åñëè XG =
⋃r
i=1(XG)i � ðàçëîæå-

íèå XG íà ñâÿçíûå êîìïîíåíòû, òî äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , r ñóùåñòâó-

åò åäèíñòâåííàÿ ëîêàëüíî çàìêíóòàÿ íåîñîáàÿ G-èíâàðèàíòíàÿ ïîäñõå-

ìà X+
i , ñîîòâåòñòâåííî, X

−
i ñõåìû X, à òàêæå åäèíñòâåííûé ìîðôèçì

γ+i : X+
i → (XG)i, ñîîòâåòñòâåííî, γ

−
i : X−i → (XG)i, òàêèå, ÷òî âûïîë-

íÿåòñÿ ñëåäóþùåå:

(a) (XG)i ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé ïîäñõåìîé ñõåìû X+
i , ñîîòâåòñòâåí-

íî, X−i , è ìîðôèçì γ+i |(XG)i , ñîîòâåòñòâåííî, γ
−
i |(XG)i , ÿâëÿåòñÿ òîæ-

äåñòâåííûì;

(b) X+
i , ñîîòâåòñòâåííî, X

−
i , ñ èíäóöèðîâàííûì äåéñòâèåì G è ìîð-

ôèçìîì γ+i , ñîîòâåòñòâåííî, γ
−
i ÿâëÿåòñÿ G-ðàññëîåíèåì íàä (XG)i;

(c) äëÿ ëþáîé çàìêíóòîé òî÷êè a ∈ (XG)i ìû èìååì

Ta(X+
i ) = Ta(X)0 ⊕ Ta(X)+, Ta(X−i ) = Ta(X)0 ⊕ Ta(X)−.

Ðàçìåðíîñòü G-ðàññëîåíèÿ, îïðåäåëåííîãî â (b), ðàâíÿåòñÿ Ta(X)+, ñî-

îòâåòñòâåííî, Ta(X)− äëÿ ëþáîé çàìêíóòîé a ∈ (XG)i.

Áîëåå òîãî, X =
⋃r
i=1X

+
i =

⋃r
i=1X

−
i , ñîãëàñíî [6, Theorem 4.3].

Åñëè çàäàíî äåéñòâèå η : Gm × X → X ãðóïïû Gm íà ñîáñòâåííîì

àëãåáðàè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè X è p ∈ X, îòîáðàæåíèå η(−, p) : A1\{0} ∼=
Gm → X îäíîçíà÷íî ïðîäîëæàåòñÿ äî ðåãóëÿðíîãî îòîáðàæåíèÿ η(−, p) :

A1 → X, è ìû áóäåì îáîçíà÷àòü η(−, p)(0) ÷åðåç η0(p).

Íàøå äîêàçàòåëüñòâî ðàöèîíàëüíîñòè êîìïîíåíò ìîäóëåé îñíîâûâàåòñÿ

íà ñëåäóþùåì ïðîñòîì ñëåäñòâèè ïðåäëîæåíèÿ 2.

Ëåììà 1 ([39, Lemma 1]). Ðàññìîòðèì íåîñîáîå ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðà-

çèå X ñ äåéñòâèåì η ãðóïïû G = Gm. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ïëîòíîãî

îòêðûòîãî ïîäìíîæåñòâà U ⊂ X ñóùåñòâóåò ðàöèîíàëüíîå ïîäìíîãîîá-

ðàçèå Y ⊂ XG, òàêîå, ÷òî η0(u) ∈ Y äëÿ êàæäîé òî÷êè u ∈ U . Òîãäà X
ðàöèîíàëüíî.
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Äåéñòâèòåëüíî, â ñèòóàöèè ëåììû U èçîìîðôíî ïëîòíîìó îòêðûòîìó

ïîäìíîæåñòâó G-ðàññëîåíèÿ íàä Y , ïîýòîìó U áèðàöèîíàëüíî èçîìîðôíî

ïðîèçâåäåíèþ Y íà àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî.

4 Áåñêîíå÷íàÿ ñåðèÿ ðàöèîíàëüíûõ êîìïîíåíò

ìîäóëåé ïó÷êîâ ðàíãà 3 íà P3

Íàïîìíèì, ÷òî ïó÷îê F íàçûâàåòñÿ ðåôëåêñèâíûì, åñëè åñòåñòâåííîå îòîá-

ðàæåíèå F → F∨∨ ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì. Ðåôëåêñèâíûå ïó÷êè â ðàçëè÷-

íûõ îòíîøåíèÿõ áîëåå ïðîñòû äëÿ èçó÷åíèÿ, ÷åì îáùèå êîãåðåíòíûå ïó÷êè,

íàïðèìåð, ðåôëåêñèâíûé ïó÷îê F ðàíãà 2 íà Pn ñ c1(F ) ∈ {−1, 0} ñòàáèëåí
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà H0(F ) = 0 [28, Chapter 2, Lemma 1.2.5].

Â ðàáîòå [21, Section 2.2] Ì.Æàðäèì, Ä. Ìàðêóøåâè÷ è À. Ñ. Òèõîìèðîâ

ðàññìàòðèâàëè ìîðôèçìû

aOP3(−3)⊕ bOP3(−2)⊕ cOP3(−1)
α→ (a+ b+ c+ 2)OP3 ,

îñîáîå ìíîæåñòâî êîòîðûõ

∆(α) = {x ∈ P3 | α(x) íå èíúåêòèâíî}

ÿâëÿåòñÿ íóëüìåðíûì. Â òàêîé ñèòóàöèè coker(α) ÿâëÿåòñÿ ñòàáèëüíûì ðå-

ôëåêñèâíûì ïó÷êîâ ðàíãà 2. Åñëè 3a + 2b + c = 2k ÷åòíî è ïîëîæèòåëüíî,

òî, îáîçíà÷àÿ íîðìàëèçîâàííûé ïó÷îê coker(α)(−k) ÷åðåç E, ìû ïîëó÷àåì

òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0→ aOP3(−3−k)⊕bOP3(−2−k)⊕cOP3(−1−k)
α→ (a+b+c+2)OP3(−k)→ E → 0,

(3)

ãäå c1(E) = 0. Æàðäèì, Ìàðêóøåâè÷ è Òèõîìèðîâ ïîêàçàëè [21, Theorem 8],

÷òî ñåìåéñòâî ïó÷êîâ E, âêëþ÷àþùèõñÿ â òî÷íûå òðîéêè âèäà (3), îáðàçóåò

ãëàäêîå ïëîòíîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî S(a, b, c) íåïðèâîäèìîé êîìïîíåí-

òû ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé ñòàáèëüíûõ ðåôëåêñèâíûõ ïó÷êîâ ðàíãà 2 íà P3.

Äëÿ ïðîñòîòû ìû áóäåì íàçûâàòü S(a, b, c) íåïðèâîäèìîé êîìïîíåíòîé.

Â ñòàòüå [39] ìû ïðåäëàãàåì àíàëîã ïðèâåäåííîé âûøå êîíñòðóêöèè äëÿ

ïó÷êîâ ðàíãà 3, ðàññìàòðèâàÿ ìîðôèçìû

bOP3(−2)⊕ cOP3(−1)
α→ (b+ c+ 3)OP3 , (4)
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îñîáîå ìíîæåñòâî êîòîðûõ ∆(α) = {x ∈ P3 | α(x) íå èíúåêòèâíî} ïóñòî èëè
íóëüìåðíî. Çäåñü coker(α) îêàçûâàåòñÿ ðåôëåêñèâíûì ïó÷êîì ðàíãà 3.

Ðàññìîòðèì äåéñòâèå ηP3 ãðóïïû Gm íà P3 = P(V ), çàäàâàåìîå â êîîð-

äèíàòàõ êàê

ηP3 : Gm × P3 → P3, (t, (x0 : x1 : x2 : x3)) 7→ (x0 : tx1 : tx2 : tx3).

Çàìåòèì, ÷òî íåïîäâèæíûå òî÷êè äëÿ ýòîãî äåéñòâèÿ � ýòî a0 := (1 : 0 : 0 :

0) è òî÷êè ïëîñêîñòè H := {x0 = 0}.
Äåéñòâèå ηP3 ãðóïïû Gm íà P3 èíäóöèðóåò äåéñòâèå Gm íà ìíîæåñòâå

êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ íà P3, çàäàâàåìîå íà çàìêíóòûõ òî÷êàõ êàê E 7→ t∗E,

ãäå äëÿ t ∈ Gm(k) ìû îáîçíà÷àåì òîé æå áóêâîé äåéñòâèå t íà P3.

Ñòàáèëüíîñòü ïó÷êà coker α èç (4) íå î÷åâèäíà. Ñóùåñòâóåò ñðàâíèòåëü-

íî ïðîñòîé êðèòåðèé µ-ñòàáèëüíîñòè ðåôëåêñèâíûõ ïó÷êîâ ðàíãà 3:

Êðèòåðèé µ-ñòàáèëüíîñòè ([28, Remark 1.2.6]). Ðåôëåêñèâíûé ïó÷îê

E ðàíãà 3 íà Pn ñ c1(E) = 0, ñîîòâåòñòâåííî, c1(E) = −1,−2, ÿâëÿåòñÿ

µ-ñòàáèëüíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà H0(Pn, E) = H0(Pn, E∨) = 0,

ñîîòâåòñòâåííî, H0(Pn, E) = H0(Pn, E∨(−1)) = 0.

Ïóñòü b, c ≥ 0, k ≥ 1, c1 ∈ {0,−1,−2}, è 2b + c = 3k + c1. Ðàññìîòðèì

ïó÷îê E íà P3 ðàíãà 3 ñ ïåðâûì êëàññîì ×åðíà c1, âêëþ÷àþùèéñÿ â òî÷íóþ

òðîéêó

0→ bOP3(−k − 2)⊕ cOP3(−k − 1)
α→ (b+ c+ 3)OP3(−k)→ E → 0; (5)

ïðè÷åì ìíîæåñòâî âûðîæäåíèÿ ∆(α) ïóñòî èëè íóëüìåðíî; êàê è äëÿ ïó÷-

êîâ ðàíãà 2 â [21, Section 2.2], ýòî óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ îáùåãî α.

Ìû äîêàçàëè ñëåäóþùèé âñïîìîãàòåëüíûé ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà 2 ([39, Theorem 1]). Äëÿ âñåõ b è c, êðîìå (b, c) = (0, 1), ñóùå-

ñòâóåò Gm-èíâàðèàíòíûé ñòàáèëüíûé ïî Ãèçåêåðó ðåôëåêñèâíûé ïó÷îê E
ðàíãà 3, âêëþ÷àþùèéñÿ â òî÷íóþ òðîéêó âèäà (5), îãðàíè÷åíèå êîòîðîãî

íà H ñòàáèëüíî è ëîêàëüíî ñâîáîäíî.

Äëÿ âñåõ ñëó÷àåâ, êðîìå (b, c) = (0, 3) è (b, c) = (3, 0) äîêàçàòåëüñòâî

âåäåòñÿ ïóòåì ïðåäúÿâëåíèÿ ÿâíîãî α : bOP3(−k − 2) ⊕ cOP3(−k − 1)
α→

(b + c + 3)OP3(−k) è äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî E = cokerα µ-ñòàáèëåí ïðè

ïîìîùè êðèòåðèÿ µ-ñòàáèëüíîñòè, ïðèâåäåííîãî âûøå. Â îñòàâøèõñÿ äâóõ

ñëó÷àÿõ ìû àäàïòèðóåì ðàññóæäåíèÿ èç [38], ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ îá-

ùåãî îòîáðàæåíèÿ α êàê âûøå ïó÷îê E = cokerα ñòàáèëåí ïî Ãèçåêåðó.
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Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå Hom(bOP3(−2−k)⊕cOP3(−1−k), (b+

c+ 3)OP2(−k))→ Ext1(E,E), èíäóöèðîâàííîå òî÷íîé òðîéêîé (5), ñþðúåê-

òèâíî. Òàêæå Ext2(E,E) = 0. Ýòî âëå÷åò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Ïðåäëîæåíèå 3 ([39, Assertion 2]). Ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé ñòàáèëüíûõ ïî

Ãèçåêåðó ïó÷êîâ E â (5) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïëîòíûì îòêðûòûì ïîäìíî-

æåñòâîì S3(b, c) íåïðèâîäèìîé êîìïîíåíòû ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé ñòà-

áèëüíûõ ïî Ãèçåêåðó ðåôëåêñèâíûõ ïó÷êîâ ðàíãà 3 íà P3.

Ðàçìåðíîñòü êîìïîíåíòû S3(b, c), ñîäåðæàùåé òî÷êó [E], ðàâíÿåòñÿ 12c2(E)−
8, åñëè c1(E) = 0; ñîîòâåòñòâåííî, 12c2(E) − 12, åñëè c1(E) = −1; èëè

12c2(E)− 24, åñëè c1(E) = −2.

Êàê è âûøå, b, c ≥ 0, k ≥ 1, c1 ∈ {0,−1,−2}, è 2b+c = 3k+c1. Ïóñòü E �
ëîêàëüíî ñâîáîäíûé ïó÷îê íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè P2, âêëþ÷àþùèéñÿ â

òî÷íóþ òðîéêó âèäà

0→ bOP2(−2− k)⊕ cOP2(−1− k)
α′→ (b+ c+ 3)OP2(−k)→ E → 0. (6)

Íàøå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 ïîêàçûâàåò òàêæå, ÷òî îáùèé òàêîé

ïó÷îê ñòàáèëåí ïî Ãèçåêåðó. Ðàññóæäåíèÿ, ñõîäíûå ñî ñëó÷àåì ïó÷êîâ íà

P3 ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé ñòàáèëüíûõ ïó÷êîâ E ÿâëÿåòñÿ

ïëîòíûì îòêðûòûì ïîäìíîæåñòâîì íåïðèâîäèìîé êîìïîíåíòû ïðîñòðàí-

ñòâà ìîäóëåé ñòàáèëüíûõ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé ðàíãà 3 íà P2 ñ ïåðâûì

êëàññîì ×åðíà c1; îáîçíà÷èì ýòî ïîäìíîæåñòâî ÷åðåç Y.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç MP2(k, n) ìíîãîîáðàçèå ìîäóëåé ñòàáèëüíûõ âåêòîð-

íûõ ðàññëîåíèé V ðàíãà k íà P2 ñ êëàññàìè ×åðíà c1(V ) = 0 è c2(V ) = n.

Ìû èñïîëüçóåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò [22, Corollary 0.3.a]:

Ïðåäëîæåíèå 4. Åñëè (k, n) = 1, 2, 3, 4, òî MP2(k, n) ðàöèîíàëüíî.

Â íàøåì ñëó÷àå k = 3 è (k, n) ∈ {1, 3}, òàê ÷òî ìíîãîîáðàçèå MP2(3, n)

ðàöèîíàëüíî äëÿ ëþáîãî n. Òàêèì îáðàçîì, Y ðàöèîíàëüíî ïðè c1(E) = 0,

òî åñòü ïðè 3 | (2b+ c).

Òåîðåìà 3 ([39, Theorem 2]). Ìíîãîîáðàçèå S3(b, c) ðàöèîíàëüíî ïðè 3 |
(2b+ c).

Ïðèâåäåì îñíîâíûå øàãè äîêàçàòåëüñòâà. Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé

ïîëîæèì S := S3(b, c). Îáîçíà÷èì ÷åðåç S0 ⊂ S ïîäìíîãîîáðàçèå êëàññîâ
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èçîìîðôèçìà òåõ ïó÷êîâ èç S, êîòîðûå íå èìåþò îñîáåííîñòåé íàH = {x0 =

0}. ×åðåç S0inv ⊂ S0 îáîçíà÷èì ïîäìíîãîîáðàçèå êëàññîâ èçîìîðôèçìà Gm-
èíâàðèàíòíûõ ïó÷êîâ èç S0.

Ëåììà 2 ([39, Lemma 7]). Ìíîãîîáðàçèå S0inv ðàöèîíàëüíî ïðè 3 | (2b+ c).

Ýòà ëåììà äîêàçûâàåòñÿ ïóòåì ïîñòðîåíèÿ âçàèìíî îáðàòíûõ ìîðôèç-

ìîâ ìåæäó ïëîòíûìè îòêðûòûìè ïîäìíîæåñòâàìè ìíîãîîáðàçèé S0inv è Y.
Òî÷íîå îïðåäåëåíèå ýòèõ ìîðôèçìîâ èñïîëüçóåò êîíñòðóêöèþ ïðîñòðàíñòâ

ìîäóëåé ñòàáèëüíûõ ïó÷êîâ ïðè ïîìîùè ñõåì Quot.

Äîêàçàòåëüñòâî ðàöèîíàëüíîñòè S3(b, c) ïðè 3 | (2b+c) çàâåðøàåòñÿ ðàñ-

ñìîòðåíèåì ïðîåêòèâíîãî çàìûêàíèÿ S ⊂ S, ýêâèâàðèàíòíîãî ðàçðåøåíèÿ
îñîáåííîñòåé Π : Ssm → S ñ äåéñòâèåì ηSsm

ãðóïïû Gm è èñïîëüçîâàíèåì

ëåììû 1, òàê êàê äëÿ òî÷åê x èç ïëîòíîãî îòêðûòîãî ïîäìíîæåñòâà ìíîãî-

îáðàçèÿ Ssm ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êè η0Ssm
(x) ïðèíàäëåæàò ìíîãîîáðàçèþ,

èçîìîðôíîìó ïëîòíîìó îòêðûòîìó ïîäìíîæåñòâó ìíîãîîáðàçèÿ S0inv, êîòî-
ðîå ðàöèîíàëüíî.

Êðîìå òîãî, ïðè ïîìîùè òîãî æå ìåòîäà â [39, �5] ìû äîêàçûâàåì ðà-

öèîíàëüíîñòü êîìïîíåíò S(0, b, c) ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé ïó÷êîâ ðàíãà 2 íà

P3.

5 Ñòàáèëüíîñòü îáúåêòîâ ïðîèçâîäíûõ êàòåãî-

ðèé

Ñ ýòîãî âðåìåíè ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî îñíîâíîå ïîëå åñòü ïîëå êîìïëåêñ-

íûõ ÷èñåë.

Â 1980 ãîäó Ð. Õàðòñõîðí, èññëåäóÿ â [18] ñïåêòðû ñòàáèëüíûõ ðåôëåê-

ñèâíûõ êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ ðàíãà 2 íà P3, äîêàçàë îãðàíè÷åííîñòü òðåòüå-

ãî êëàññà ×åðíà c3 òàêèõ ïó÷êîâ äëÿ ôèêñèðîâàííûõ ïåðâûõ äâóõ êëàññîâ

×åðíà c1 è c2. Òî÷íûå îöåíêè, ïîëó÷åííûå èì äëÿ êëàññà c3 èìåþò ñëåäó-

þùèé âèä (ñì. [18, Thm. 8.2])

c3 ≤ c22 − c2 + 2, åñëè c1 = 0; c3 ≤ c22 åñëè c1 = −1. (7)

Â òîé æå ðàáîòå äîêàçàíû íåïðèâîäèìîñòü, ãëàäêîñòü è ðàöèîíàëüíîñòü

ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé òàêèõ ïó÷êîâ ñ c1 = −1, ïðîèçâîëüíûì c2 > 0 è ìàê-

ñèìàëüíûì c3 = c22.
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Â 2018 ãîäó Á. Øìèäò â [31], èññëåäóÿ ñâîéñòâà òèëò-ñòàáèëüíîñòè â

îãðàíè÷åííîé ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ Db(P3), äîêàçàë,

÷òî îöåíêè (7) âåðíû äëÿ âñåõ ïîëóñòàáèëüíûõ êîãåðåíòíûõ ïó÷êîâ ðàíãà

äâà íà P3, è äàë ÿâíîå îïèñàíèå èõ ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé äëÿ −1 ≤ c1 ≤ 0,

c2 > 0 è ìàêñèìàëüíîãî c3. Êàê ñëåäñòâèå, îí ïîëó÷èë, ÷òî ýòè ïðîñòðàíñòâà

ÿâëÿþòñÿ íåïðèâîäèìûìè ãëàäêèìè ðàöèîíàëüíûìè ïðîåêòèâíûìè ìíîãî-

îáðàçèÿìè, êðîìå îäíîãî ñëó÷àÿ, êîòîðûé èçó÷àëñÿ ðàíåå â [38]. Íåòðóäíî

âèäåòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâà ìîäóëåé ðåôëåêñèâíûõ ïó÷êîâ, îïèñàííûå Õàðò-

ñõîðíîì, ÿâëÿþòñÿ îòêðûòûìè ïîäìíîæåñòâàìè ýòèõ ìíîãîîáðàçèé. Çàìå-

òèì òàêæå, ÷òî â íåäàâíåé ðàáîòå 2023 ãîäà [33], Øìèäò îáîáùèë óïîìÿíó-

òûå ðåçóëüòàòû íà ñëó÷àé ïó÷êîâ íà P3 âñåõ ðàíãîâ îò 0 äî 4.

Â ñîâìåñòíîé ðàáîòå ñ À. Ñ. Òèõîìèðîâûì [40] ìû èçó÷àëè ïðîñòðàí-

ñòâà ìîäóëåé ïîëóñòàáèëüíûõ ïó÷êîâ ðàíãà äâà íà ðàöèîíàëüíûõ òðåõìåð-

íûõ ìíîãîîáðàçèÿõ Ôàíî îñíîâíîé ñåðèè. Ñóùåñòâóþò ÷åòûðå òàêèõ ìíî-

ãîîáðàçèÿ � ýòî ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî X1 = P3, òðåõìåðíàÿ êâàäðèêà

X2, ïîëíîå ïåðåñå÷åíèå X4 äâóõ êâàäðèê â P5 è ñå÷åíèå X5 ãðàññìàíèàíà

Gr(2, 5), âëîæåííîãî ïî Ïëþêêåðó â ïðîñòðàíñòâî P9, ëèíåéíûì ïîäïðî-

ñòðàíñòâîì P6. Çäåñü èíäåêñ i â îáîçíà÷åíèè Xi îáîçíà÷àåò ïðîåêòèâíóþ

ñòåïåíü ìíîãîîáðàçèÿ Xi.

Íàïîìíèì ïîíÿòèå òèëò-ñòàáèëüíîñòè, ñëåäóÿ èçëîæåíèþ â [31]. Ïóñòü

X � îäíî èç ìíîãîîáðàçèé Xi, i = 1, 2, 4, 5. Êîëüöî êîãîìîëîãèé H∗(X,Z)

ïîðîæäåíî êëàññàìè ãèïåðïëîñêîãî ñå÷åíèÿ H ∈ H2(X,Z), ïðÿìîé L ∈
H4(X,Z) (ïîíèìàåìîé êàê ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ â ïðîñòðàíñòâå P2+i ⊃ Xi =

X äëÿ i = 1, 2, ñîîòâåòñòâåííî, Xi ↪→ P1+i äëÿ i = 4, 5) è òî÷êè {pt} ∈
H6(X,Z) (äëÿ ïðîñòîòû ìû òàêæå îáîçíà÷àåì êëàññ òî÷êè ÷åðåç 1).

Ïóñòü β ∈ R. Îïðåäåëèì ñêðó÷åííûé õàðàêòåð ×åðíà êàê chβ = e−βH ·ch.
Ïðèâåäåì ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ êîìïîíåíò chβi = chβi (E):

chβ0 = rk(E), chβ1 = ch1 − βHch0, chβ2 = ch2 − βHch1 +
β2

2
H2ch0,

chβ3 = ch3 − βHch2 +
β2

2
H2ch1 −

β3

6
H3ch0.

(8)

Îïðåäåëèì ïàðó êðó÷åíèÿ

Tβ = {E ∈ Coh(X) : ëþáîé ôàêòîð E → G óäîâëåòâîðÿåò µ(G) > β},

Fβ = {E ∈ Coh(X) : ëþáîé ïîäïó÷îê 0 6= F → E óäîâëåòâîðÿåò µ(F ) ≤ β}
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è êàòåãîðèþ Cohβ(X) êàê çàìûêàíèå îòíîñèòåëüíî ðàñøèðåíèé 〈Fβ [1], Tβ〉
â Db(X). Äëÿ α ∈ R+ òèëò-íàêëîí îáúåêòà E ∈ Cohβ(X) îïðåäåëÿåòñÿ

êàê

να,β(E) = να,β(ch0(E), ch1(E), ch2(E)) =
H · chβ2 (E)− α2

2 H
3 · chβ0 (E)

H2 · chβ1 (E)
.

Îáúåêò E ∈ Cohβ(X) íàçûâàåòñÿ òèëò-(ïîëó)ñòàáèëüíûì (èëè

να,β-(ïîëó)ñòàáèëüíûì), åñëè äëÿ ëþáîãî ïîäîáúåêòà 0 6= F ↪→ E ìû èìååì

να,β(F ) < (≤) να,β(E/F ).

Ñâÿçü ìåæäó òèëò-ñòàáèëüíîñòüþ è ñòàáèëüíîñòüþ ïî Ãèçåêåðó äàåòñÿ

ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì.

Ïðåäëîæåíèå 5 ([40, Proposition 2.1 (i)]). Îáúåêò E ∈ Cohβ(X) να,β-

(ïîëó)ñòàáèëåí äëÿ β < µ(E) è α � 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà E �

2-(ïîëó)ñòàáèëüíûé ïó÷îê.

Íàïîìíèì òàêæå êîíñòðóêöèþ óñëîâèé ñòàáèëüíîñòè ïî Áðèäæëåíäó íà

X. Ïóñòü

T ′α,β = {E ∈ Cohβ(X) | ëþáîé ôàêòîðE � G óäîâëåòâîðÿåò να,β(G) > 0},

F ′α,β = {E ∈ Cohβ(X) | ëþáîé ïîäîáúåêò 0 6= F ↪→ E óäîâëåòâîðÿåò

να,β(F ) ≤ 0},

è ïîëîæèì Aα,β(X) = 〈F ′α,β [1], T ′α,β〉. Äëÿ ëþáîãî s > 0 îïðåäåëèì

λα,β,s =
chβ3 − sα2H2 · chβ1
H · chβ2 − α2

2 H
3 · chβ0

.

Îáúåêò E ∈ Aα,β(X) íàçûâàåòñÿ λα,β,s-(ïîëó)ñòàáèëüíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî

íåòðèâèàëüíîãî ïîäîáúåêòà F ↪→ E ìû èìååì λα,β,s(F ) < (≤)λα,β,s(E).

Çàìåòèì, ÷òî Db(X2) îáëàäàåò ïîëíûì ñèëüíûì èñêëþ÷èòåëüíûì íàáî-

ðîì (OX2
(−1),S(−1),OX2

,OX2
(1)), ãäå S � ñïèíîðíîå ðàññëîåíèå íà X2.

Ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû Øìèäòà ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ îïèñàíèÿ

ïó÷êîâ íà X2 ñ çàäàííûì õàðàêòåðîì ×åðíà.

Ïðåäëîæåíèå 6 ([30],[32, Thm. 6.1(2)]). (i) Ïóñòü α < 1
3 , β ∈ [− 1

2 , 0], s = 1
6 .

Äëÿ ëþáîãî γ ∈ R îïðåäåëèì ïàðó êðó÷åíèÿ

T ′′γ = {E ∈ Aα,β(X2) | ëþáîé ôàêòîðE � G óäîâëåòâîðÿåò λα,β,s(G) > γ},

F ′′γ = {E ∈ Aα,β(X2) | ëþáîé ïîäîáúåêò 0 6= F ↪→ E óäîâëåòâîðÿåò

λα,β,s(F ) ≤ γ}.
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Ñóùåñòâóåò γ ∈ R, òàêîå, ÷òî

〈T ′′γ ,F ′′γ [1]〉 = C := 〈OX2
(−1)[3],S(−1)[2],OX2

[1],OX2
(1)〉.

(ii) Ïóñòü v � õàðàêòåð ×åðíà îáúåêòà èç Db(X), è α0 > 0, β0 ∈ R, è
s > 0 òàêîâû, ÷òî να0,β0

(v) = 0, H2 · vβ0

1 > 0, è ∆(v) ≥ 0. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî âñå να0,β0
-ïîëóñòàáèëüíûå îáúåêòû êëàññà v να0,β0

-ñòàáèëüíû. Òîãäà

ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U òî÷êè (α0, β0) òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ (α, β) ∈ U
ñ να,β(v) > 0 îáúåêò E ∈ Cohβ(X) ñ ch(E) = v να,β-ïîëóñòàáèëåí òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà îí λα,β,s-ïîëóñòàáèëåí.

6 Ìîäóëè ïó÷êîâ ðàíãà 2 íà òðåõìåðíûõ ìíî-

ãîîáðàçèÿõ Ôàíî

Ïåðâîå íàïðàâëåíèå èññëåäîâàíèé â íàøåé ñòàòüå [40] êàñàåòñÿ âîïðîñà

îãðàíè÷åííîñòè òðåòüåãî êëàññà ×åðíà c3 ïîëóñòàáèëüíûõ ïó÷êîâ ðàíãà 2

íàX (êàê è â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå,X � ðàöèîíàëüíîå òðåõìåðíîå ìíîãîîá-

ðàçèå îñíîâíîé ñåðèè) ñ ôèêñèðîâàííûìè c1 ∈ {−1, 0} è c2 ≥ 0 è ïîëó÷åíèè

îöåíîê íà òðåòèé êëàññ ×åðíà c3. Ïðè ïîìîùè òåõíèêè òèëò-ñòàáèëüíîñòè â

ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè Db(X), ìû äàåì ïî÷òè ïîëíûé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ

äëÿ òðåõìåðíîé êâàäðèêè X2 â ñëåäóþùåé òåîðåìå (ñì. ïóíêòû (3.1)-(4.2)

â [40, Theorem 3.1]).

Òåîðåìà 4. (i) Ïóñòü E ïîëóñòàáèëüíûé ïó÷îê ðàíãà 2 íà êâàäðèêå X2

ñ c1 = −1. Òîãäà c2 ≥ 0 è c3 ≤ 1
2c

2
2, åñëè c2 ÷åòíî, è, ñîîòâåòñòâåííî,

c3 ≤ 1
2 (c22 − 1), åñëè c2 íå÷åòíî.

(ii) Ïóñòü E � ïîëóñòàáèëüíûé ïó÷îê ðàíãà 2 íà X2 ñ c1(E) = 0. Òîãäà

c2 ≥ 0 è c3 ≤ 1
2c

2
2, åñëè c2 ÷åòíî, è, ñîîòâåòñòâåííî, c3 ≤ 1

2 (c22 + 1), åñëè

c2 íå÷åòíî.

Ýòè îöåíêè òî÷íû äëÿ âñåõ c3 ≥ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû îñíîâûâàåòñÿ íà èçó÷åíèè ñâÿçè ìåæäó

òèëò-ïîëóñòàáèëüíîñòüþ è ïîëóñòàáèëüíîñòüþ ïî Áðèäæëåíäó â Db(X2).

Êëþ÷åâûì çäåñü ÿâëÿåòñÿ âàæíûé òåõíè÷åñêèé ðåçóëüòàò Øìèäòà (2014)

ïî îïèñàíèþ ïîäêàòåãîðèè â Db(X2), ïîðîæäåííîé ïàðîé êðó÷åíèÿ, êîòî-

ðûé ìû ïðèâåëè â ïðåäëîæåíèè 6 (i).
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Ê ñîæàëåíèþ, ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè íå ïîëó÷åíû àíàëîãè ýòîãî ðåçóëü-

òàòà äëÿ ìíîãîîáðàçèé X4 è X5. Ïîýòîìó äëÿ ýòèõ ìíîãîîáðàçèé íåâîç-

ìîæíî èñïîëüçîâàòü òîò æå ìåòîä äëÿ ïîëó÷åíèÿ òî÷íûõ âåðõíèõ îöåíîê

íà êëàññ c3 äëÿ âñåõ ïîëóñòàáèëüíûõ ïó÷êîâ ðàíãà 2 íà X4 è X5. Îäíàêî,

èñïîëüçóÿ áîëåå òðàäèöèîííûé ìåòîä ðàññìîòðåíèÿ ïîâåäåíèÿ ñòàáèëüíûõ

ïó÷êîâ ïðè ñòàíäàðòíûõ áèðàöèîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ X4 99K X1 è

X5 99K X2, ìû äàåì ÷àñòè÷íûé îòâåò íà âîïðîñ îá îãðàíè÷åííîñòè c3 äëÿ

äîñòàòî÷íî øèðîêîãî êëàññà ïó÷êîâ íà X4 è X5.

ÄëÿX = X4 èëèX5 îáîçíà÷èì ÷åðåç B(X) áàçó ñåìåéñòâà ïðÿìûõ íàX.

Êàê èçâåñòíî, B(X4) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé àáåëåâîé ïîâåðõíîñòüþ, à B(X5) '
P2. Äàäèì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 11. Ðåôëåêñèâíûé ïó÷îê E ðàíãà 2 ñ ïåðâûì êëàññîì ×åðíà

c1(E) = 0 íà X = X4 èëè X = X5 íàçûâàåòñÿ ïó÷êîì îáùåãî òèïà, åñëè

äëÿ ëþáîé ïðÿìîé l ∈ B(X), íå ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè èç Sing E, ìû

èìååì ëèáî E|l ∼= O⊕2P1 , è òàêèå ïðÿìûå îáðàçóþò ïëîòíîå îòêðûòîå ïîä-

ìíîæåñòâî B(X), ëèáî E|l ∼= OP1(m)⊕OP1(−m), ãäå m > 0, è ìíîæåñòâî

B2(X) := {l ∈ B(X) | E|l ∼= OP1(m)⊕OP1(−m), m ≥ 2} èìååò ðàçìåðíîñòü

≤ 0.

Â [40, Theorem 4.4] ìû ïðèâåëè ïðèìåðû áåñêîíå÷íûõ ñåðèé êîìïîíåíò

ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé ïîëóñòàáèëüíûõ ïó÷êîâ, â êîòîðûõ îáùèé ïó÷îê ÿâ-

ëÿåòñÿ ðåôëåêñèâíûì ïó÷êîì îáùåãî òèïà. (Ïðåäïîëîæèòåëüíî, ñâîéñòâî

áûòü ïó÷êîì îáùåãî òèïà âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ ñòàáèëüíûõ ðåôëåêñèâíûõ

ïó÷êîâ ðàíãà 2 ñ c1 = 0, òî åñòü, âîçìîæíî, äëÿ íèõ èìååò ìåñòî àíàëîã

òåîðåìû Ãðàóýðòà-Ìþëèõà, êîòîðàÿ âåðíà äëÿ ñòàáèëüíûõ ðåôëåêñèâíûõ

ïó÷êîâ ðàíãà 2 íà X1.) Äëÿ ïó÷êîâ îáùåãî òèïà ìû äîêàçàëè ñëåäóþùóþ

òåîðåìó (ñì. [40, Theorem 6.4, Theorem 6.1]).

Òåîðåìà 5. Ïóñòü E � ñòàáèëüíûé ðåôëåêñèâíûé ïó÷îê ðàíãà 2 îáùåãî

òèïà ñ êëàññàìè ×åðíà c1 = 0, c2 > 0, c3 íà ìíîãîîáðàçèè X4 èëè X5. Òîãäà

ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà âåðíû äëÿ êëàññà c3 ïó÷êà E.

(i) Íà X4: c3 ≤ c22 − c2 + 2.

(ii) Íà X5: c3 ≤ 2
9c

2
2, åñëè c2 ÷åòíî, è, ñîîòâåòñòâåííî, c3 ≤ 2

9c
2
2 + 1

2 , åñëè

c2 íå÷åòíî.

Íåèçâåñòíî, ÿâëÿþòñÿ ëè ýòè îöåíêè íàèëó÷øèìè.

Âòîðîå íàïðàâëåíèå èññëåäîâàíèé â ñòàòüå [40] � ýòî ïîñòðîåíèå íîâûõ
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áåñêîíå÷íûõ ñåðèé (ñ ðàñòóùèì êëàññîì c2) êîìïîíåíò ìîäóëåé ïîëóñòà-

áèëüíûõ ïó÷êîâ ðàíãà 2 íà ìíîãîîáðàçèÿõ X1, X2, X4 è X5, âêëþ÷àþùåå

ÿâíîå îïèñàíèå îáùèõ ïó÷êîâ â ýòèõ êîìïîíåíòàõ. Äëÿ X = X1 íåñêîëüêî

èçâåñòíûõ ñåðèé êîìïîíåíò ìîäóëåé áûëè óïîìÿíóòû âûøå. Äëÿ X2, X4

è X5 äî íàøåé ðàáîòû áûëî èçâåñòíî òîëüêî ïî îäíîé áåñêîíå÷íîé ñåðèè

êîìïîíåíò ìîäóëåé. Ýòî ñåðèè êîìïîíåíò, ñîäåðæàùèõ êàê îòêðûòûå ìíî-

æåñòâà ñåìåéñòâà èíñòàíòîííûõ ðàññëîåíèé. Èíñòàíòîííûå ðàññëîåíèÿ íà

X2 áûëè îïðåäåëåíû Ë. Êîñòîé è Ð. Ì. Ìèðî-Ðîéã [13] â 2009 ãîäó, à íà

X4, X5 è äðóãèõ ìíîãîîáðàçèÿõ Ôàíî À. Êóçíåöîâûì [24] â 2012 ãîäó è Ä.

Ôàåíöè [15] â 2013 ãîäó. Â ðàáîòå [15] Ä. Ôàåíöè äîêàçàë, ÷òî ñåìåéñòâà

èíñòàíòîííûõ ðàññëîåíèé íà X2, X4 è X5 äåéñòâèòåëüíî îáðàçóþò îòêðû-

òûå ïîäìíîæåñòâà íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé, êîòîðûå

ïðèâåäåíû â îáùåé òî÷êå è èìåþò îæèäàåìóþ ðàçìåðíîñòü. Â ïîñëåäíèå

ãîäû, çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî ðàáîò áûëî ïîñâÿùåíî èçó÷åíèþ èíñòàíòîííûõ

ñåðèé ðàññëîåíèé, îáçîð êîòîðûõ ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [3] è [12].

Â íàøåé ñòàòüå [40] ìû ïîñòðîèëè íåñêîëüêî ñåðèé íåïðèâîäèìûõ ðà-

öèîíàëüíûõ êîìïîíåíò ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé ïîëóñòàáèëüíûõ ïó÷êîâ ðàíãà

2 íà ìíîãîîáðàçèÿõ X1, X2, X4 è X5. Ìû îïèñàëè îáùèå ïó÷êè â ýòèõ

êîìïîíåíòàõ è äîêàçàëè èõ ðåôëåêñèâíîñòü, è íàøëè ðàçìåðíîñòè ïîñòðî-

åííûõ êîìïîíåíò. Ýòè ðåçóëüòàòû äîêàçàíû â [40, Theorem 4.1, Theorem

4.1S, Theorem 4.2, Theorem 4.2S, Theorem 4.3]. Îíè ñîáðàíû â òåîðåìå 6,

ïðèâåäåííîé íèæå.

Óïîìÿíåì, ÷òî îáùèå ïó÷êè â ýòèõ êîìïîíåíòàõ îïèñûâàþòñÿ êàê ðàñ-

øèðåíèÿ, â êîòîðûõ ëåâûé ÷ëåí ÿâëÿåòñÿ ëèáî ïîäêðó÷åííûì òðèâèàëüíûì

ðàññëîåíèåì ðàíãà äâà, ëèáî ïîäêðó÷åííûì ñïèíîðíûì ðàññëîåíèåì íà X2,

ëèáî ïîäêðó÷åííûì ïó÷êîì F ðàíãà äâà, êîòîðûé ìû îïèøåì íèæå.

(I) Â ñëó÷àå X = X1 ïó÷îê F � ðåôëåêñèâíûé ïó÷îê, îïðåäåëÿåìûé èç

òî÷íîé òðîéêè

0→ OP3(−1)→ O⊕3P3 → F → 0. (9)

(II) Â ñëó÷àå, êîãäà X = X4 � ïîëíîå ïåðåñå÷åíèå îáùåãî ïó÷êà ãè-

ïåðêâàäðèê â P5, ïóñòü P1 ⊂ |OP5(2)| � áàçà ýòîãî ïó÷êà êâàäðèê, à Γ �

ãèïåðýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ ðîäà 2, îïðåäåëåííàÿ êàê äâîéíîå íàêðûòèå

ρ : Γ→ P1, ðàçâåòâëåííîå â òî÷êàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ âûðîæäåííûì êâàä-

ðèêàì èç ïó÷êà. Ïóñòü Γ∗ = ρ−1(P1∗), ãäå P1∗ ⊂ P1 � îòêðûòîå ïîäìíîæå-

ñòâî íåâûðîæäåííûõ êâàäðèê èç ïó÷êà, è ïóñòü ∆ = ρ−1(P1 r P1∗). Ëþáàÿ
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òî÷êà y ∈ Γ∗ ñîîòâåòñòâóåò îäíîé èç äâóõ ñåðèé ïëîñêîñòåé íà íåâûðîæ-

äåííîé ÷åòûðåõìåðíîé êâàäðèêå Q(y) := ρ(y), è ýòà ñåðèÿ ñîîòâåòñòâóåò

ñïèíîðíîìó ðàññëîåíèþ S(y) ðàíãà 2 íà Q(y) ñ detS(y) = OQ(y)(1). Â ýòîì

ñëó÷àå ìû ïîëîæèì Fy = S(y)|X . Ïóñòü òåïåðü y ∈ ∆, òî åñòü, âûðîæäåííàÿ

êâàäðèêà Q(y) ÿâëÿåòñÿ êîíóñîì ñ âåðøèíîé â íåêîòîðîé òî÷êå z(y), òàê ÷òî

îïðåäåëåíà ïðîåêöèÿ µ : Q(y)r {z(y)} → Qy, ãäå Qy � ãëàäêàÿ òðåõìåðíàÿ

êâàäðèêà. Íà Qy îïðåäåëåíî ñïèíîðíîå ðàññëîåíèå SQy
ñ detSQy

= OQy
(1),

è ìû ïîëîæèì Fy = µ∗SQy
|X . Ïó÷îê F â ýòîì ñëó÷àå � ëþáîé èç ïó÷êîâ

Fy äëÿ y ∈ Γ.

(III) Â ñëó÷àå X = X5 ïó÷îê F îïðåäåëÿåòñÿ êàê îãðàíè÷åíèå íà X òàâ-

òîëîãè÷åñêîãî ðàññëîåíèÿ íà ãðàññìàíèàíå Gr(2, 5), ïîäêðó÷åííîå íàOX(1).

Òåîðåìà 6. Ïóñòü X � îäíî èç ìíîãîîáðàçèé X1, X2, X4, X5, è ïóñòü

OX(1) � îáèëüíûé ïó÷îê íà X, òàêîé, ÷òî Pic(X) = Z[OX(1)]. Ðàññìîò-

ðèì ïó÷îê E íà X ðàíãà 2, îïðåäåëåííûé îäíèì èç íåòðèâèàëüíûõ ðàñøè-

ðåíèé âèäà

0→ Fi → E → Gj → 0, 1 ≤ i ≤ 3, 1 ≤ j ≤ 2, (10)

ãäå F1 = OX(−n)⊕2, F2 = F (−n), ãäå F � ïó÷îê ðàíãà 2 îäíîãî èç òèïîâ

(I)-(III), îïèñàííûõ âûøå, G1 = OS(m), ãäå S ∈ |OX(k)|, è ïó÷êè F3 è G2

îïðåäåëåíû â ñëó÷àå êâàäðèêè X = X2, à èìåííî, F3 = S(−n), ãäå S � ñïè-

íîðíîå ðàññëîåíèå íà X2 ñ detS = OX(1), è G2 = JP1,S(m), ãäå S ∈ |OX(1)|,
P1 � ïðÿìàÿ íà ïîâåðõíîñòè S. Ïóñòü MX(v) ñõåìà ìîäóëåé Ãèçåêåðà�

Ìàðóÿìû ïîëóñòàáèëüíûõ ïó÷êîâ íà X ñ õàðàêòåðîì ×åðíà v = ch(E),

îïðåäåëÿåìûì èç òðîéêè (10), è ïóñòü

M := {[E] ∈MX(v) | E � ñòàáèëüíîå ïî Ãèçåêåðó ðàñøèðåíèå (10)}. (11)

Òîãäà âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

(1) Äëÿ X1, X2, X4, X5 â ñëó÷àå i = j = 1, k ≥ 1, n = dk2 e, m < −n,
(2) äëÿ X1, X4, X5 â ñëó÷àå i = 2, j = 1, k ≥ 1, n = bk2 c, m < −n,
(3) äëÿ X2 â êàæäîì èç ñëó÷àåâ

(3.1) i = 1, j = 2, n = 1, m ≤ −1,

(3.2) i = 3, j = 1, k ≥ 1, n = bk2 c+ 1, m ≤ −n,
(3.3) i = 3, j = 2, n = 1, m ≤ −1,

ìíîæåñòâî M ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïëîòíûì îòêðûòûì ïîäìíîæåñòâîì
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íåïðèâîäèìîé êîìïîíåíòû M ñõåìû ìîäóëåé MX(v). Áîëåå òîãî, M ÿâ-

ëÿåòñÿ òîíêèì ïðîñòðàíñòâîì ìîäóëåé, è ðåôëåêñèâíûå ïó÷êè îáðàçóþò

ïëîòíîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî â M . Áîëåå òîãî, âñå êîìïîíåíòû M

èç áåñêîíå÷íûõ ñåðèé (1), (2) è (3.1)-(3.3) ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè ìíî-

ãîîáðàçèÿìè äëÿ êàæäîãî èç ìíîãîîáðàçèé Xl, l = 1, 2, 4, 5, êðîìå ñåðèè

(2) äëÿ X = X4, â êîòîðîé êàæäàÿ êîìïîíåíòà íå ðàöèîíàëüíà. Áîëåå

òîãî, âî âñåõ ñëó÷àÿõ íàéäåíû ðàçìåðíîñòè êîìïîíåíò M , ÿâëÿþùèåñÿ

ìíîãî÷ëåíàìè èç Q[k,m, n] èëè Q[m] ñîîòâåòñòâåííî.

Çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü íàøåé ñòàòüè [40] ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ïîëó-

ñòàáèëüíûõ ïó÷êîâ ðàíãà 2 ñ ìàêñèìàëüíûì êëàññîì c3 íà êâàäðèêå X2.

Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî äëÿ c1 ∈ {−1, 0} è âñåõ çíà÷åíèé êëàññà c2, êðîìå

íåñêîëüêèõ ìàëûõ çíà÷åíèé, ëþáîé òàêîé ïó÷îê çàäàåòñÿ ðàñøèðåíèåì âè-

äà (10), òî åñòü, â îáîçíà÷åíèÿõ (11), ìû èìååì ðàâåíñòâî M = M . Â ýòîì

ñëó÷àå êîíñòðóêöèÿ èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 6 ìîæåò áûòü çíà÷èòåëü-

íî óëó÷øåíà, äàâàÿ ïîëíîå îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâ ìîäóëåé ïîëóñòàáèëüíûõ

ïó÷êîâ ñ ìàêñèìàëüíûì c3 íà X2. Â îñòàâøèõñÿ ñëó÷àÿõ ìàëûõ çíà÷åíèé c2
è ìàêñèìàëüíîãî c3 ≥ 0 òàêæå áûëî ïîëó÷åíî ÿâíîå îïèñàíèå ïðîñòðàíñòâ

ìîäóëåé, êðîìå äâóõ ñëó÷àåì, â êîòîðûõ ìû äîêàçàëè òîëüêî òî, ÷òî ýòè

ïðîñòðàíñòâà íå ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè. Â ñëó÷àå (c1, c2) = (0, 1) ìû äîêàçàëè,

÷òî ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå c3 ïîëóñòàáèëüíîãî ïó÷êà äîëæíî áûòü îòðè-

öàòåëüíî, íî íå îïðåäåëèëè åãî òî÷íî. Ýòè ðåçóëüòàòû, äîêàçàííûå â [40,

Theorems 5.1 � 5.4], ñîáðàíû â ñëåäóþùèõ äâóõ òåîðåìàõ.

Òåîðåìà 7. Ïóñòü X = X2 � êâàäðèêà, è MX(v) ñõåìà ìîäóëåé Ãèçåêåðà�

Ìàðóÿìû ïîëóñòàáèëüíûõ ïó÷êîâ E ðàíãà 2 íà X ñ êëàññàìè ×åðíà (c1, c2, c3),

ãäå c1 ∈ {−1, 0}, c2 ≥ 0, c3 = c3max ≥ 0 ìàêñèìàëüíî äëÿ êàæäîãî c2, è

v = ch(E) = (2, c1H,
1

2
(c21 − c2)H2,

1

2
(c3max +

2

3
c31 − c1c2)[pt]),

ãäå H = c1(OX(1)). Òîãäà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

(1.i) Äëÿ c1 = −1, ÷åòíîãî c2 = 2p, p ≥ 2, è c3max = 1
2c

2
2 ìíîãîîáðàçèå

MX(v) ÿâëÿåòñÿ ãðàññìàíèçàöèåé äâóìåðíûõ ôàêòîðïðîñòðàíñòâ âåêòîð-

íîãî ðàññëîåíèÿ ðàíãà 1
4 (c2 + 2)2 íà ïðîñòðàíñòâå P4, îïðåäåëåííîãî ïåðâîé

ôîðìóëîé (38) â [40] äëÿ n = 1 è m = −p. Â ýòîì ñëó÷àå dimMX(v) =
1
2 (c2 + 2)2.

(1.ii) Äëÿ c1 = −1, íå÷åòíîãî c2 = 2p+ 1, p ≥ 1, è c3max = 1
2 (c22 − 1) ìíîãî-

îáðàçèå MX(v) ÿâëÿåòñÿ ãðàññìàíèçàöèåé äâóìåðíûõ ôàêòîðïðîñòðàíñòâ
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âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ ðàíãà 1
4 (c2 + 1)(c2 + 3) íà ãðàññìàíèàíå G = Gr(2, 4),

îïðåäåëåííîãî âòîðîé ôîðìóëîé (38) â [40] äëÿ m = −p. Â ýòîì ñëó÷àå

dimMX(v) = 1
2 (c2 + 1)(c2 + 3).

(1.iii) Äëÿ c1 = 0, íå÷åòíîãî c2 = 2p + 1, p ≥ 1, è c3max = 1
2 (c22 + 1) ìíî-

ãîîáðàçèå MX(v) ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâèçàöèåé âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ ðàíãà
1
2 (c2 + 1)(c2 + 3) íà ïðîñòðàíñòâå P4, îïðåäåëåííîãî ôîðìóëîé (61) â [40]

äëÿ n = 1 è m = −p. Â ýòîì ñëó÷àå dimMX(v) = 1
2c

2
2 + 2c2 + 9

2 .

(1.iv) Äëÿ c1 = 0, ÷åòíîãî c2 = 2p, p ≥ 3, è c3max = 1
2c

2
2 ìíîãîîáðàçèåMX(v)

ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâèçàöèåé âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ ðàíãà 1
2c

2
2 + 2c2 + 1 íà

ãðàññìàíèàíå G, îïðåäåëåííîãî ôîðìóëîé (77) â [40] äëÿ m = 1−p. Â ýòîì

ñëó÷àå dimMX(v) = 1
2c

2
2 + 2c2 + 4.

(2) Âî âñåõ óêàçàííûõ ñëó÷àÿõ ñõåìà MX(v) íåïðèâîäèìà è ÿâëÿåòñÿ ãëàä-

êèì ðàöèîíàëüíûì ïðîåêòèâíûì ìíîãîîáðàçèåì, âñå ïó÷êè èç MX(v) ñòà-

áèëüíû, îáùèé ïó÷îê â MX(v) ðåôëåêñèâåí, è MX(v) ÿâëÿåòñÿ òîíêèì

ïðîñòðàíñòâîì ìîäóëåé.

Òåîðåìà 8. Â óñëîâèÿõ è îáîçíà÷åíèÿõ òåîðåìû 7, âåðíû ñëåäóþùèå óòâåð-

æäåíèÿ:

(1) Äëÿ c1 = −1, c2 = 1 è c3max = 0, ìíîãîîáðàçèå MX(v) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé

[S(−1)].

(2) Äëÿ c1 = c2 = c3max = 0, ìíîãîîáðàçèå MX(v) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé [O⊕2X ].

(3) Äëÿ c1 = −1, c2 = 2 è c3max = 2 ìû èìååì MX(v) ' Gr(2, 5).

(4) Äëÿ c1 = 0, c2 = 2 è c3max = 2 ñõåìà MX(v) íåïðèâîäèìà, èìååò ðàç-

ìåðíîñòü 9 è íå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé.

(5) Äëÿ c1 = 0, c2 = 4 è c3max = 8 ñõåìà MX(v) = MX(2; 0, 4, 8) ÿâëÿåòñÿ

îáúåäèíåíèåì äâóõ íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò M1 è M2. Ýòè êîìïîíåíòû

îïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

(5.i) M1 � ãëàäêîå ðàöèîíàëüíîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè 20, ÿâëÿþùå-

åñÿ ïðîåêòèâèçàöèåé ëîêàëüíî ñâîáîäíîãî ïó÷êà ðàíãà 17 íà ãðàññìàíèàíå

G. M1 � òîíêîå ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé è âñå ïó÷êè â MX(v)1 ñòàáèëüíû.

Áîëåå òîãî, ñõåìà MX(v) íåîñîáà â òî÷êàõ M1.

(5.ii) ñõåìà M2 íåïðèâîäèìà, èìååò ðàçìåðíîñòü 21, è ïîëèñòàáèëüíûå

ïó÷êè â M2 îáðàçóþò çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî ðàçìåðíîñòè 12, â êîòî-

ðîì ñõåìà MX(v) íå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé.

Ìû âûäåëèì ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå (iii) â [40, Theorem 5.4] êàê îòäåëü-

íóþ òåîðåìó ââèäó åãî âàæíîñòè.
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Òåîðåìà 9. Äëÿ êâàäðèêè X = X2 ñõåìà MX(2; 0, 4, 8) íå ñâÿçíà:

MX(2; 0, 4, 8) = M1 tM2,

è åå íåïðèâîäèìûå êîìïîíåíòû M1 è M2 îïèñàíû âûøå â óòâåðæäåíèÿõ

(5.i)-(5.ii) òåîðåìû 8.

Ýòîò ðåçóëüòàò äàåò ïåðâûé ïðèìåð íåñâÿçíîé ñõåìû ìîäóëåé ïîëóñòà-

áèëüíûõ ïó÷êîâ ðàíãà äâà íà ãëàäêîì ïðîåêòèâíîì òðåõìåðíîì ìíîãîîáðà-

çèè. Â òåõ íåìíîãèõ èçâåñòíûõ ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ñëó÷àÿõ, â êîòîðûõ

îáñóæäàëñÿ âîïðîñ ñâÿçíîñòè ñõåìû ìîäóëåé MX(2; c1, c2, c3) ñ ôèêñèðî-

âàííûìè c1, c2, c3, îáúåäèíåíèå âñåõ èçâåñòíûõ êîìïîíåíò ñõåìû ìîäóëåé

îêàçûâàëîñü ñâÿçíûì. Â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå [21, Thm. 25, Thm. 27] áûëà

äîêàçàíà ñâÿçíîñòü ñõåìûMP3(2; 0, 2, 0), à òàêæå ñâÿçíîñòü îáúåäèíåíèÿ ñå-

ìè èçâåñòíûõ ê 2017 ãîäó íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò ñõåìû MP3(2; 0, 3, 0), è

â òîì æå ìåñòå [21, Prop. 24] äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîëîæèòåëüíîãî n áûëà

äîêàçàíà ñâÿçíîñòü îáúåäèíåíèÿ íåêîòîðîãî ðàñòóùåãî ñ ÷èñëîì n ÷èñëà

êîìïîíåíò ñõåìû MP3(2; 0, n, 0). Â ðàáîòå [1, Main Thm. 3] áûëà äîêàçàíà

ñâÿçíîñòü MP3(2;−1, 2,m) äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé

m, à èìåííî, äëÿ m = 0, 2, 4. Ïî íàøåìó ìíåíèþ, îäíîé èç âîçìîæíûõ

ïðè÷èí íåñâÿçíîñòè ñõåìû MX2(2, 0, 4, 8) â òåîðåìå 9 ìîæåò áûòü òî, ÷òî

êâàäðèêà X2, â îòëè÷èå îò P3, íå ÿâëÿåòñÿ òîðè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì.
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